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Par M. ArLvais?
ENGLISH SUMMARY

The most important points of this article can be summarized as
follows:

(1) Contrary to the apparent belief of many authors, the concept
of cardinal utility, 5(z), can be defined in an operational manner
either by considering equivalent differences of levels of satis-
faction or by use of the Weber-Fechner minimum sensible or
psychological threshold.

Thus one can associate a psychological value 5(z) with each
monetary value z.

! Une premiére version de cet article a été donnée dans une étude plus
générale intitulée “Notes théoriques sur l’incertitude de l’avenir et le ris-
que’’ qui a été présentée au Congrés Européen d’Econométrie en Septembre
1951. Une deuxiéme version en a été présentée sous forme d’une communication
au Colloque International sur le Risque qui s’est tenu 4 Paris en Mai 1952. Le
lecteur pourra trouver dans le mémoire que nous avons rédigé i cette occasion
toutes les justifications mathématiques des résultats indiqués cidessous avec de
nombreux exemples que, faute de place, nous n’avons pu faire figurer dans cet
article. Nous ne saurions trop conseiller au lecteur qui s’intéresserait aux indica-
tions qui suivent de se reporter & ce mémoire.

Eprtor’s NoTE: The problem discussed in Professor Allais’ paper is of an ex-
tremely subtle sort and it seems to be difficult to reach a general agreement on the
main points at issue. I had a vivid impression of these difficulties at the Paris
colloquium in May, 1952. One evening when a small number of the prominent con-
tributors to this field of study found themselves gathered around a table under
the most pleasant exterior circumstances, it even proved to be quite a bit of a
task to clear up in a satisfactory way misunderstandings in the course of the con-
versation. The version of Professor Allais’ paper, which is now published
in ECONOMETRICA, has emerged after many informal exchanges of views, including
work done by editorial referees. Hardly anything more is now to be gained by a
continuation of such procedures. The paper is therefore now published as it stands
on the author’s responsibility. The editor is convinced that the paper will be a
most valuable means of preventing inbreeding of thoughts in this important
field—R.F.

? Nous croyons devoir remercier ici tout particulidrement MM. Capoulade, de
Finetti, Mathieu, Lavaill, Lesourne, Massé, Mercier, et Morlat pour leurs observa-
tions et suggestions qui nous ont été particulierement précieuses.
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(2) There are four considerations which must necessarily be taken
into account, even in a first approximation, by every theory of
risk if it is to be realistic and is to bring out what is absolutely
essential to every choice involving risk.

(1) The distinction between monetary and psychological values.
(ii)) The distortion of objective probabilities and the appearance

of subjective probabilities.

(ili) The mathematical expectation of psychological values
(the mean of the probability distribution of psychological
values).

(iv) The dispersion (variance) as well as general properties of
the form of the probability distribution of psychological
values.

Consideration (iv) seems to us to be in fact the one that is

specific to the theory of risk. In many cases, it can be much

more important than the other three.

(3) Other considerations enter into choices involving risk, such as
the expenses entailed by every gamble, the pleasure derived from
the gamble per se, the magnitude of the minimum sensible,
ete., but these elements can be regarded as secondary and can be
neglected in a first approximation.

(4) Everybody recognizes the fact that man in reality does not
behave according to the principle of Bernoulli. There does exist
a profound difference, however, in points of view as to how a
rational man ought to behave.

According to the American school, a rational man must
conform to the principle of Bernoulli. In our view, this is a
mistake which in fact is tantamount to neglecting the fourth
specific element in the psychology of risk.

(5) If rationality is to be defined as adherence to one of the systems
of axioms which leads to a Bernoulli type formulation, then ob-
viously no discussion is possible. Such a definition, therefore, has
no interest per se. That is to say that rationality, to be interest-
ing from a scientific point of view, must be defined, in our
opinion, in either of two ways. First, it may be defined in the
abstract by referring to a general criterion of internal consistency
employed in the social sciences, that is, a criterion implying the
coherence of desired ends and the use of appropriate means for
attaining them. Secondly, rationality can be defined experimen-
tally by observing the actions of people who can be regarded
as acting in a rational manner.

(6) The principle of internal consistency implies only: (a) the
use of objective probabilities when they exist, and (b) the axiom
of absolute preference which states that out of two situations,
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one is certainly preferable if, for all possible outcomes, it yields
a greater gain. Together these two conditions are less restrictive
than the formulation of Bernoulli. Consequently, there are
rational types of behavior (in the sense of rationality defined
above) which do not obey the Bernoulli formulation.

It cannot be said, therefore, that a rational man must behave
according to the Bernoulli principle.

(7) The experimental observation of the behavior of men who are
considered rational by public opinion, invalidates Bernoulli’s
principle.

Four classes of facts are particularly significant in this regard:
(i) The manner in which very prudent people behave in
gambling small sums.
(ii) The choice of risks bordering on certainty that contradicts
the independence principle of Savage.
(iii)) The choice of risks bordering on certainty that contradicts
the substitutability principle of Samuelson.
(iv) The behavior of entrepreneurs when great losses are possible.

(8) Whatever their attraction might be, none of the fundamental
postulates leading to the Bernoulli principle as formulated by the
American school can withstand analysis. All are based on false
evidence.

(9) For the rational man, there does not exist in general an indicator
B(x) such that the optimum situation could be defined by
maximizing the expected value of B(x;).

(10) In particular cases where the psychology of the rational man
is such that this indicator exists, it necessarily follows that
B(z) = 3(z), up to a linear transformation.

(11) The justification of Bernoulli’s formulation, even as a first
approximation, by the law of large numbers is pure illusion.

(12) In the most general case, the connection between monetary
values and psychological values, and the dispersion of psy-
chological values are inseparably mixed and no experience
bearing upon the choices involving risk could determine the
function 3(z). Such a function can be determined only through
introspective observation of equivalent differences of levels of
satisfaction and of sensible psychological thresholds. It is
only in the very particular psychological case in which the
indicator B(x) would be identical with the psychological value
5(z) that the observation of risky choices could enable one to
determine the psychological value 3(x).

*
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1. La prESENTE étude est essentiellement destinée & un exposé critique
des postulats et axiomes des théories du risque de Pécole américaine.

Pour procéder & cet exposé critique, le mieux nous parait de diviser
notre exposé en deux parties; dans la premiere nous essaierons de faire
comprendre quelle est notre propre conception, dans la seconde nous
procéderons, compte tenu des indications données dans la premiére
partie, & une analyse critique du principe de Bernoulli et tout particu-
lisrement des différents axiomes de 1’école américaine.

D’une maniére générale nous essaierons de faire appel & Iintuition et
d’éviter dans toute la mesure du possible un formalisme mathématique
trop abstrait, qui en réalité n’a que trop souvent pour effet de détourner
’attention des véritables difficultés et de masquer des aspects essentiels.
Les mathématiques ne sont qu’un moyen de transformation; seule
compte en fait la discussion des prémisses et des résultats.’

I. CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES

2. Eléments psychologiques intervenant dans les choix comportant un
risque. 11 convient de distinguer soigneusement parmi les éléments qui
interviennent dans les choix comportant un risque, ceux de ces éléments
qui jouent un role essentiel de ceux qui ne jouent qu’un role accessoire.

Cette distinction peut étre illustrée par un exemple particulierement
simple. On peut faire la théorie de la détermination du prix de marché par
intervention des courbes d’offre et de demande en négligeant en pre-
miére approximation les frais occasionnés aux acheteurs et aux vendeurs
par les opérations de vente et d’achat, car I’analyse montre que ces
éléments ne jouent en général qu'un role accessoire et que ce serait
masquer ce qu’il y a de fondamental dans la théorie des prix que de
tenir compte dans une premiére approximation des frais occasionnés par
les échanges.

La méme distinction vaut pour le risque. Parmi tous les éléments
psychologiques qui interviennent, il y ena certains (A), qui jouent un rdle
capital, qu’on ne saurait négliger, méme dans une premiére approxi-
mation, sans dénaturer gravement les phénomenes, et d’autres (B), au
contraire, qu’on peut trés bien n’introduire que dans une deuxiéme
approximation & titre de correctifs.! Pour abréger 1’exposition nous ne
tiendrons compte ici que des éléments fondamentaux.

3. Eléments fondamentaux intervenant dans les choix comportant
un risque. I1y a quatre éléments dont toute théorie du risque doit nécessai-
rement tenir compte si elle veut étre réaliste et dégager ce qui est ab-
solument essentiel dans tout choix aléatoire.

3 Voir lintroduction 3 la deuxiéme édition de notre Traité d’Economie Pure
[1, pp. 31-40].

4 Tels sont les frais correspondant & tout jeu, le plaisir de jouer considéré en
lui-méme, la grandeur du seuil minimum perceptible, ete.
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4. ELEMENT I: La déformation psychologique des valeurs monétaires et
la courbure de la satisfaction absolue. Ce dont un individu tient compte

VALEUR
PSYCHOLOGIQUE

VALEUR
MONETAIRE

Figure 1

dans un choix aléatoire, ce n’est pas de la valeur monétaire ¢ du gain
possible, mais de la valeur psychologique v = 3(¢) attachée & ce gain.® ®
I1 en résulte que si la satisfaction marginale §'(g) est décroissante et

5 Dans notre Traité d’Economie Pure [1] nous avons désigné la valeur
psychologique par ‘‘satisfaction absolue’ par opposition 4 I’indice de satisfaction
purement ordinale. Dans la terminologie anglo-saxonne cette valeur psychologique
est désignée par l’expression ‘‘cardinal utility.” (Voir Traité d’Economie Pure
[1, Introduction n° 12 et pp. 156-177]. Voir également Lange [13] et Armstrong [6].)

¢ Le concept de valeur psychologique joue 4 notre avis un réle essentiel dans la
théorie des choix aléatoires. Comme ce concept est aujourd’hui vivement critiqué
par de nombreux auteurs, nous ne croyons pas inutile de donner ici quelques
indications.

Tout d’abord il est possible de donner & ce concept, qui en tout état de cause
répond & notre intuition, une définition opérationnelle en recourant soit aux
échelons psychologiques équivalents soit aux seuils minima perceptibles. La
presque totalité des personnes questionnées répondent sans aucune hésitation
par I’affirmative 4 la question suivante: ‘‘Préferez-vous un héritage de 100 millions
4 un héritage de 10.000 frs. plus intensément qu’un héritage de 10.000 frs. & un
héritage de 1.000 frs?”’ Leur absence d’hésitation montre que sans aucun doute
possible la notion d’échelons psychologiques équivalents correspond pour elles &
une réalité psychologique effective.

Par ailleurs et en fait, le législateur recourt effectivement & un tel concept
lorsqu’il établit des impbts progressifs sur le revenu. On peut en effet considérer
que pesent d’un méme poids aux yeux du législateur, du moins en régime
démocratique, les échelons minima perceptibles des différents individus. Dans le
régime politique le plus général, ces grandeurs nous paraissent encore intervenir,
mais seulement avec des coefficients de pondération différents.

Il est assez curieux que depuis Pareto un concept aussi important, et qui se
préte admirablement & 1’exposé de certaines questions comme la théorie des choix
(Allais (1, pp. 373 4 375 notamment]) ou la théorie du risque ait été peu & peu banni
de la théorie économique.

Soulignons enfin que nous ne recourons, dans ce qui suit, au concept de satis-
faction absolue que pour faire comprendre notre propre point de vue, mais comme
le lecteur pourra le vérifier, ce recours n’est pas absolument nécessaire pour la
réfutation des théses de 1’école américaine que nous présentons dans la deuxiéme
partie de cet exposé.
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si cette décroissance est suffisamment forte (courbure accusée), un
gain décuple d’un autre pourra au point de vue psychologique n’avoir
qu’une valeur double, ou peut-étre méme inférieure.

5. ELémeNT I1: La déformation subjective des probabilités objectives.
Certaines personnes qui ont confiance en leur étoile sous-estiment la
probabilité des événements qui leur sont défavorables et surestiment la
probabilité des événements qui leur sont favorables. C’est I'inverse pour
les personnes qui s’estiment poursuivies par la malchance. Il y a ainsi
une déformation subjective des probabilités objectives.”

De toute facon, il est visible qu'un tndividu ne peut tenir compte que
des probabilités telles qu'il se les imagine, et non des probabilités telles
quelles sont effectivement. 11 n’y a donc aucune raison pour que les
probabilités subjectives soient égales aux probabilités objectives. Seul,
par exemple, un statisticien de profession peut se faire une idée cor-
recte de ce que signifie une probabilité égale & une chance sur cent.

Il y a méme des cas ol la notion de probabilité objective disparait
complétement, sans qu’il en soit de méme de celle de probabilité sub-
jective. Ces cas correspondent aux coups isolés. On ne peut plus ici
définir de fréquence, et, néanmoins, on peut définir une probabilité
subjective par comparaison avec un phénomene ou existe une proba-
bilité objective.

Dans ce qui suit nous représenterons respectivement par les symboles
p; et P les probabilités objectives et subjectives.

6. ELément II1: La pondération suivant les probabilités des valeurs
psychologiques et la considération des espérances mathématiques (moment
d’ordre 1) de la distribution des probabilités des valeurs monétaires. En
premiére approximation, on peut remplacer la considération de la
distribution des probabilités des valeurs psychologiques par la considéra-
tion de la seule espérance mathématique. Cette approximation est tout
3 fait analogue  celle qui consiste & représenter un ensemble de chiffres
par un seul égal & leur moyenne. Elle en a naturellement tous les avan-
tages et également aussi tous les inconvénients.

Si I'on tient compte & la fois des trois premiers éléments, on est
amené 3 considérer, pour apprécier la valeur d’une perspective aléatoire,
non pas l'espérance mathématique des valeurs monétaires, mais la
valeur monétaire dont la valeur psychologique est égale 4 l’espérance
mathématique des valeurs psychologiques attachées aux différents gains
possibles, et & considérer la relation

1 5(V) = pis(g) + PeS(ge) + -+ + PaS(gn),

7 La probabilité objective d’un événement doit étre entendue comme une
grandeur dont la fréquence observée de cet événement est la mesure expéri-
mentale.

On peut distinguer la fréquence estimée expérimentalement, ou probabilité
objective, et la fréquence estimée psychologiquement, ou probabilité subjective.
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formulation qu’on peut appeler formulation de Bernoulli en mémoire du
premier auteur qui ’ait proposée. Ainsi ce ne sont pas ici les valeurs
monétaires, mais les valeurs psychologiques qui se combinent suivant
la régle des valeurs probables.

7. ELEMENT IV: La prise en considération de la forme des distributions
de probabilités des valeurs psychologiques et en particulier de leur disper-
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sion (moment d’ordre 2). Une perspective aléatoire est en fait représentée
par la courbe C; de distribution des probabilités des différents gains,
représentative des valeurs ¢(g) de la densité des probabilités objectives.

Mais si on tient compte des éléments II et III ce qu’un individu
prend en considération, ce n’est pas la courbe C;, mais la courbe C,

correspondant & la distribution ¥, des probabilités subjectives des
valeurs psychologiques

(2 v = 3(g).
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De deux perspectives aléatoires auxquelles correspondent pour les
valeurs psychologiques v des distributions laplaciennes et une méme
valeur moyenne, celle qui offre la dispersion la plus faible, soit I, sera
préférée si 'individu est prudent. Si I’individu aime le risque, ce sera au
contraire la perspective qui offre la dispersion la plus grande, soit II,
qui sera préférée.

Ainsi, & la dispersion des valeurs psychologiques correspond un
quatriéme élément qui correspond au plaisir (ou au déplaisir) attaché
au risque considéré en lui-méme,’ c’est-a-dire & la participation & un
jeu ou existent des écarts.

Cet élément explique que l’on peut aimer jouer & la boule, méme si
(comme c’est, probable pour les petites sommes) il n’y a pas déformation
psychologique des valeurs monétaires, et méme si ’on estime les pro-
babilités & leurs valeurs objectives, telles qu’elles sont révélées par l'ex-
périence. On peut jouer au poker méme avec plus fort que soi si le
plaisir de participer & une combinaison ol existent des écarts est suf-
fisamment fort pour compenser la perte probable.

Ce plaisir ou déplaisir attaché au risque vient constituer un élément
supplémentaire s’ajoutant au pur caleul fondé sur la pondération pro-
babiliste (objective ou subjective suivant les cas) des satisfactions at-
tachées aux diverses éventualités.

11 doit étre soigneusement distingué de 1’élément I correspondant &
la déformation psychologique des valeurs monétaires bien que ces deux
éléments solent en général éiroitement associés et qu’ils puissent donner
des effets analogues.

8. Dispersion des valeurs monétaires et dispersion des valeurs psycho-
logiques. Il y a lieu de préciser en effet que le fait que l'individu soit
sensible & la dispersion des gains monétaires par rapport & leur moyenne
tient @ la fois aux trois éléments I, ITI, et IV.

Méme si un individu était insensible & la dispersion des valeurs
psychologiques (Elément IV), il serait sensible & la dispersion des
valeurs monétaires en raison de la courbure de la satisfaction absolue.
Car 4 deux variations Ag; et Ags de signes opposés, mais égales en valeur
absolue, correspondent des variations Ay; et Ay, des valeurs psychologi-
ques dont les valeurs absolues sont inégales.

C’est cette symétrie des effets, au point de vue des valeurs moné-
taires, des éléments I et IV qui obscurcit toutes les discussions
actuelles.” "

8 En anglais, ‘“‘pleasure of gambling’’. Cet élément doit étre soigneusement
distingué du plaisir attaché & D’opération matérielle du jeu ‘“‘pleasure of the
game’’ qui peut étre considéré comme un élément accessoire.

9 Cette symétrie peur étre particulitrement bien illustrée par 1’exemple con-
cret suivant: Supposons qu’un voyageur se trouve 3 Marseille sans argent et qu’il
désire absolument rentrer & Paris. S’il n’a que 100 frs. en poche, tout jeu qui lui
donnera la probabilité la plus grande de gagner le prix de son voyage sera pour
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Mais la sensibilité & la dispersion des valeurs monétaires en raison de
la courbure de la satisfaction est de nature tout & fait distincte de la
sensibilité & la dispersion des valeurs psychologiques. Elle ne fait pas
intervenir ce qui constitue @ notre avis U'élément caractéristique fonda-
mental de la psychologie du risque, la sensibilité @ la dispersion des valeurs
psychologiques.

9. Valeur psychologique de la dispersion considérée en elle-méme. En
fait, ce & quoi la plupart des individus sont sensibles, c’est & ’exis-
tence d’une possibilité de grandes pertes ou de grands gains. Certes ces
grandes pertes et ces grands gains sont évalués avec une autre échelle,
I’échelle des valeurs psychologiques, mais cette opération une fois faite,
cette existence peut avoir en elle-méme une trés grande importance.

§

AY,
A,

Ag, Ag, 9

FIGURE 5

Pour celui qui désire & tout prix une forte somme, le jeu peut étre le
seul moyen rationnel de se le procurer. Et cela n’a rien 4 faire avec 1'un
quelconque des trois premiers éléments I & III.

En réalité ’élément IV qui correspond au plus ou moins grand étale-
ment des gains et des pertes évaluées en valeurs psychologiques est, &
notre avis, un élément fondamental qui joue un réle absolument es-
sentiel dans les choix comportant un risque.

Dans de nombreux cas, il peut jouer un rdle beaucoup plus important
que la considération de l’espérance mathématique, la déformation sub-

lui plus avantageux et la régle de la maximation de ’espérance mathématique des
gains monétaires n’aura pour lui aucun intérét, méme en premidre approximation.

Dans un tel exemple le comportement de notre voyageur peut tout aussi bien
s’expliquer par la déformation psychologique des valeurs monétaires (Elément I)
en attribuant une grande valeur & la valeur psychologique s(g) lorsque g est su-
périeur au prix du billet, ou par ’avantage procuré par la participation & un jeu
qui donne la possibilité d’obtenir des gains supérieurs au prix du billet
(Elément 1IV).

10 C’est également la raison pour laquelle aucune observation de choix aléatoires
ne pourra arriver & déterminer la satisfaction absolue 5(g). Les éléments I et IV
sont en réalité indissociables. (Voir les indications données au §9.)
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jective des valeurs monétaires ou la déformation subjective des pro-
babilités objectives. Et 'erreur que 'on commet peut étre plus grande
lorsque 1’on néglige la dispersion des valeurs psychologiques que lorsque
lon assimile les valeurs psychologiques aux valeurs monétaires.

Dans le cas le plus général, on doit considérer que par rapport &
la régle simpliste de pondération des valeurs monétaires suivant les
probabilités objectives, les éléments I, II, et IV correspondant a la
déformation psychologique des valeurs monétaires et des probabilités
objectives et & la dispersion des valeurs psychologiques, sont des éléments
correctifs d’importance analogue. On ne saurait ainsi négliger la disper-
sion des valeurs psychologiques méme dans une premigre approximation.
(’est méme & notre avis I'élément spécifique de la psychologie du risque.

Il est extrémement regrettable qu’il puisse souvent étre masqué
par le jeu de I’élément I correspondant & la déformation psychologique
des valeurs monétaires. En réalité cet élément IV intervient dans tous
les cas et il est absolument impossible de réaliser des expériences ou U'on
pourrait présumer son absence. La conséquence en est, comme nous
avons déja indiqué, I'impossibilité de déterminer par ’observation des
choix aléatoires la fonction 3(g) de satisfaction absolue.

10. La Psychologie pure du risque. Nous dirons que la psychologie du
risque est pure lorsqu’elle ne fait intervenir que les quatre éléments
fondamentaux (A) et aucun des éléments secondaires (B).

(Vest en fait sur cette psychologie pure que portent toutes les dis-
cussions actuelles de sorte que ’on peut sans inconvénient, au moins
dans une premidre approximation, négliger tous les éléments de la
psychologie du risque autres que les éléments fondamentaux.

11. Développement historique de la conception théorique de la psychologie
pure du risque. La conception théorique de la psychologie pure du risque
a successivement franchi quatre étapes M

a) Dans une premiére élape on a pensé que la valeur V d’une pers-
pective aléatoire était égale a espérance mathématique qui lui est
attachée:

3) V = g1 + p2ge + -+ + Dabn,

cest-a-dire & la valeur moyenne des gains pondérée suivant les pro-
babilités objectives.

b) Dans une deuxiéme étape on a fait intervenir les valeurs psycholo-
giques et on les a substituées aux valeurs monétaires dans la formule
précédente. On a ainsi proposé la formulation

4) §(V) = pmi3(g) + pe8(ge) + -+ + pa3(gn),
ot les p; sont les probabilités objectives.

11 En réalité il semble bien que certains auteurs n’aient encore franchi que les
trois premitres. Certains méme se refusent & franchir la troisi¢me.
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Ainsi, dans cette formulation, ce ne sont plus les revenus qui se com-
binent suivant la régle des valeurs probables, mais les satisfactions
attachées & ces revenus.

Cette hypothese est celle & laquelle a été naturellement conduit Ber-
noulli pour expliquer le paradoxe de St-Pétersbourg et qu’a reprise
ultérieurement Laplace dans sa théorie des espérances morales. C’est
également & une formule de ce type qu’ont été conduits dans un passé
tout récent Neumann et Morgenstern [21]."

¢) Dans une troisiéme étape on est arrivé & l'idée que ce dont un
individu tient compte, ce n’est pas des probabilités objectives, mais des
représentations psychologiques qu’il s’en fait, c¢’est-A-dire des proba-
bilités subjectives. On est ainsi arrivé i la formulation

5) 8(V) = ;i8(g) + P23(g2) + - -+ + DaS(gn),

ou les 7§ sont les probabilités subjectives. C’est encore la formulation de
Bernoulli, mais ici on tient compte de la substitution des probabilités
subjectives aux probabilités objectives.

d) Dans une gquatriéme étape enfin, on est arrivé a la conception qu’il
fallait tenir compte non seulement de la moyenne pondérée suivant leurs
probabilités des valeurs psychologiques v = 35(g), mais également de
Pensemble de la distribution des probabilités, d’olt la formulation

(6) 5(V) = hly(M)),

ol h est une certaine fonctionnelle de la densité de probabilité y(y).

Dans cette quatrieme étape de la pensée qui est précisément la notre,
on considére que la dispersion des valeurs psychologiques autour de leur
moyenne est certainement un élément aussi important que la déforma-
tion psychologique des valeurs monétaires et des probabilités objectives,
et on soutient que, méme dans une premiére approximation, on doit
tenir compte du moment d’ordre deux de la distribution des valeurs
psychologiques.

12. Equivalence d’une suite de choix aléatoires avec un choix aléatoire
unique. Supposons que lindividu ait successivement & effectuer un
certain nombre de choix aléatoires. On peut par exemple considérer les
choix successifs entre les perspectives aléatoires (Po) et (Pq), (Py) et
(P, -+, (Py) et (Py), ete.

11 est visible que la suite de ces décisions peut se ramener & un choix
unique entre différentes perspectives aléatoires. Il suffit & cet effet de
combiner entre elles les perspectives (P) et (P’) suivant les principes du
calcul des probabilités.

12 C’est, & notre avis tout au moins, également le cas de Marschak [18] bien
qu’il prétende que I’indicateur B(g) auquel il arrive tienne compte également de
la dispersion des valeurs psychologiques.
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Ainsi et par exemple, si on considere les quatre perspectives indé-

pendantes,”
1 100 fr. . |1 100 fr.
(PO) ’ (PO) ’
1 0 0 0
1 1000 fr. ,. 11300 fr.
(Pl) ’ (Pl) ’
3 0 0 0

et les deux choix successifs (Po) ou (Pg) et (Py) ou (P1), ces deux choix
peuvent se ramener & un choix unique entre les quatre perspectives
(Po, Py), (Po, Py, (Pg, Py), et (Py, PY), résultant de la combinaison
des perspectives élémentaires suivant le principe des probabilités
composées. Ainsi la perspective (P, , P,) aura la distribution suivante:

14 1.100 fr.
i 1.000 fr.
74

(PO ) Pl)
14 100 fr.
14 0 fr.

Dans ce qui suit, et sauf indication conlraire, nous Supposerons que
cette réduction a toujours été effectuée et que par conséquent il s’agit tou-
. . . 14
jours d’un choix unique.

II. CRITIQUE DU PRINCIPE DE BERNOULLI EN TANT QUE REGLE
DE COMPORTEMENT D’UN HOMME RATIONNEL

L’état de la question

13. Le principe de Bernoulli. D’apres le principe de Bernoulli, &
tout gain g de probabilité p on peut faire correspondre un indicateur
B(g) tel que la valeur V d’une perspective aléatoire donnant des pro-
babilités p1, Pz, - - , P» de gagner des gains g1, g2, -+ , gn SOI donnée
par la relation

B(V) =2 p: B(ga).

i 100 fr.

3 0 fr.
signifie une chance sur deux de gagner 100 fr. et une chance sur deux de ne rien
gagner.

11 Comme nous le verrons, cette procédure a I’avantage d’éliminer certaines
difficultés provenant de la répétition d’un méme choix aléatoire.

13 La notation
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14. Les théses des partisans du principe de Bernoulli. Autant qu’on
puisse en juger, la formulation bernoullienne, telle que 'ont originelle-
ment présentée Neumann-Morgenstern, comporte trois caractéres: (1)
Elle s’applique & toute personne ayant un champ de choix ordonné.
(2) Elle arrive & un index B(g) qui est identifié avec la satisfaction ab-
solue.”” L’observation des choix aléatoires effectivement réalisés doit
permettre de déterminer la satisfaction absolue (cardinal utility).
Cette thése suppose naturellement implicitement que la formulation de
Bernoulli est capable de représenter convenablement le comportement
de 'homme réel et par suite de le prévoir.'® (3) Elle fait intervenir
comme coefficients de pondération des probabilités objectives.

La deuxiéme formulation qui a été présentée, celle de M. Marschak,
présente trois caractéres: (1) Elle ne correspond pas au comportement
de ’homme réel, mais au comportement que devrait avoir un homme
“rationnel”."” (2) Elle aboutit & un index B(g) qui, d’apres les déclara-
tions des tenants de cette formulation (Marschak, Samuelson, Fried-
man), est distinct de la satisfaction absolue 5(g).”* (3) Elle fait intervenir
comme la précédente des probabilités objectives.

La troisitme formulation de Savage présente également trois carac-
teres: (1) Comme la précédente elle ne vaut que pour un comporte-
ment “rationnel”. (2) Elle aboutit & un index B(g) qui, comme la
précédente serait distincte de la satisfaction absolue 3(g). (3) Elle fait
intervenir des probabilités subjectives.

Ces trois positions sont donc distinctes.

On voit ainsi que deux théses ont été soutenues par ’école américaine:
(1) Le comportement des hommes réels peut étre représenté par la
formulation de Bernoulli et cette formulation conjuguée avec ’obser-
vation des choix aléatoires donne un moyen de déterminer la satisfaction
absolue (ou cardinal utility). (2) Seul le comportement des hommes
rationnels peut étre représenté par la formulation de Bernoulli.

15. La question actuellement en discussion. 11 paralt admis aujourd’hui
par tous les partisans de la formulation de Bernoulli: (1) qu’elle ne vaut
en aucune fagon pour décrire le comportement d’un homme réel, mais
seulement pour décrire le comportement d’un homme dit ‘“‘rationnel”;
(2) que lindicateur B(g) est distinct de la satisfaction absolue 3(g).

15 A une transformation linéaire prés naturellement, précisons-le une fois pour
toutes.

18 C’est, d’ailleurs la position prise par Friedman et Savage [11] et par Mosteller
et Nogee [20].

17 Précisons bien que dans ’analyse de Neumann Morgenstern il n’est jamais
parlé de la condition de ‘‘rationalité”, au moins de maniére explicite.

18 Signalons ici que M. Friedman soutenait initialement que les deux indicateurs
B et § étaient identiques & une transformation linéaire prés, mais il a du depuis
adopter une position de repli.
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Le point de vue suivant lequel il y aurait identité entre les indica-
teurs B(g) et 5(g) a du étre peu & peu abandonné” et personne ne sou-
tient plus aujourd’hui la thése suivant laquelle on peut mesurer la
satisfaction absolue (cardinal utility) par I’examen des choix aléatoires,
tels qu’ils nous sont donnés par l’observation,” these qui implique que
le comportement des hommes réels peut &tre convenablement représenté
par la formulation de Bernoulli.

Ainsi la premiere these de 1’école américaine a été abandonnée et il
n’y a actuellement de différences de points de vue qu’en ce qui concerne
la définition du concept de probabilité. M. Savage soutient avec M. de
Finetti qu’il n’y a que des probabilités subjectives alors que M. Mar-
schak fait intervenir des probabilités objectives. Toutefois nous pensons
que lorsqu’il s’agit du comportement d’un homme rationnel, M. Savage
serait d’accord pour reconnaitre qu’il doit prendre en considération les
probabilités objectives définies par référence aux fréquences observées
expérimentalement.

Dans ces conditions on peut considérer que la these centrale des
partisans de la formulation bernoullienne® est que pour tout individu
rationnel il existe nécessairement un index B(g) tel que la valeur V de
toute perspective aléatoire soit donnée par la relation

@ B(V) = 2_:p:B(g)
avec
(8) Zi P = 17

ol les p; sont les probabilités objectives.

D’apres leur point de vue l'indicateur B(g) tient compte & la fois de la
déformation psychologique des valeurs monétaires et du plaisir (ou
déplaisir) plus ou moins grand attaché & la forme de la distribution des

19 Ainsi MM. Friedman et Savage qui, dans leur article [11] de 1948, admettaient
que la formule de Bernoulli faisait intervenir 1’utilité cardinale ont aujourd’hui
abandonné ce point de vue et ne parlent plus que d’un indicateur générateur des
choix. Toutefois dans bien de ses écrits M. Friedman parait encore identifier ces
deux concepts.

20 ] est facile de voir pourquoi il en a été ainsi. Si on admettait en effet I’identité
B(g) = 5(g), il serait manifeste que la formulation de Bernoulli néglige la dis-
persion des valeurs psychologiques (Elément IV de notre analyse) et on serait
amené 3 qualifier d’irrationnelle I’attitude d’un homme prudent qui attache une
grande importance & cette dispersion. C’est 13 une position manifestement in-
tenable.

21 Notamment MM. Baumol, de Finetti, Friedman, Marschak, Neumann-
Morgenstern, Samuelson, et Savage. 1l est & souligner que M. Samuelson qui, il ¥
a trois ans, avait un point de vue assez analogue au ndtre est passé depuis dans
Pautre camp.
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probabilités des valeurs psychologiques, c’est-a-dire des éléments (A)
I et (A) IV de notre analyse.

11 convient de noter en passant que ces éléments ne sont pas qualifiés
d’ “irrationnels”. Il est admis qu’un individu “rationnel” peut avoir
une échelle des valeurs psychologiques différentes de 1’échelle des valeurs
monétaires et qu’il peut avoir une propension plus ou moins grande pour
la séeurité ou pour le risque. Il parait admis que c’est 14 une question de
psychologie et non de ‘“rationnalité”.

Dans ce qui suit nous allons développer une argumentation mettant en
doute la validité de la relation (7) pour un homme rationnel. Notre
thése est que non seulement la formulation de Bernoulli ne peut, ni
représenter convenablement le comportement de I’homme réel, ni
permettre de déterminer la satisfaction absolue, mais que, méme pour
un homme rationnel, la dépendance entre la valeur V et les gains g;
est en général d’une forme beaucoup plus complexe:

(9) §(V)=f(gl’g27"'7gn7pl7p2:"',pﬂ)

de sorte qu’en général il n’existe pas d’indicateur B(g) satisfaisant a
la formulation de Bernoulls.

D’apres nous, il peut parfaitement arriver qu’un homme rationnel se
comporte conformément au principe de Bernoulli, mais dans ce cas son
indicateur s’identifie nécessairement avec sa satisfaction absolue, et on

22
a

B(g) = 5(9)

de sorte que s’il se conforme au principe de Bernoulli, ce sera en raison
de sa psychologie particuliére en matiere de risque qui le rend indif-
férent & la dispersion des valeurs psychologiques. Mais en général il
n’y a aucune raison, tout au contraire, pour qu’il en soit ainsi.

Compte tenu de ce que nous avons dit & propos de la dispersion des
valeurs de la psychologie (Elément IV), notre point de vue est ainsi que
la théorie psychologique du risque de Décole américaine nméglige dés ses
axtomes de départ Uélément spécifique de cette psychologie, savoir la dis-
persion des valeurs psychologiques.

Les déductions savantes de l’école américaine ne doivent pas ici
nous faire illusion. Seules, en fait, comptent les prémisses de départ et
Pinterprétation des résultats. L’élaboration mathématique des dé-
ductions, si complexe qu’elle puisse étre, n’a pas d’intérét en soi (si
ce n’est naturellement un intérét purement mathématique que nous
n’avons pas & retenir du point de vue économique qui nous occupe ici).

I

22 A une transformation linéaire prés naturellement, rappelons-le encore une
fois.
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En aucun cas, la complexité et la valeur scientifique des déductions ne
sauraient donner une valeur scientifique aux prémisses.

16. Définition de la rationalité. Pour aboutir & la formulation de
Bernoulli I’école americaine part de systemes d’axiomes ou de pos-
tulats. Or, il est en fait visible, et c’est ]a un point trés important, qu’on
ne saurait en aucun cas définir la rationalité par 'obéissance & l'un
quelconque de ces systemes, car, dans ce cas, il n’y aurait plus de dis-
cussion possible du tout.

La formulation de Bernoulli est en effet rigoureusement équivalente
3 'un quelconque de ces systemes d’axiomes, et la discussion de la thése
suivant laquelle un homme rationnel devrait se comporter suivant la
formule de Bernoulli, lorsque la rationalité est définie par l’obéissance
3 un des systémes d’axiomes dont elle est déduite, ne présente manifeste-
ment aucune espéce d’intérét. C’est une proposition purement tau-
tologique, donc sans valeur scientifique. La discussion de la proposition
¢«un homme rationnel doit se conformer & la formulation de Bernoulli”
ne peut avoir de sens que si la rationalité est définie autrement que par
la référence directe ou indirecte & cette formulation.

Il convient donc de définir ce que l'on entend par “rationalité”.
Or, on peut concevoir deux définitions possibles de la rationalité suivant
que l’on se place sur le plan abstrait du raisonnement ou sur celui de
I’expérience.

17. Définition abstraite de la rationalité. En dehors de la pseudo
définition de la rationalité par I’obéissance 3 leurs axiomes, les tenants
de 1a formulation de Bernoulli ne présentent aucune définition précise
de la rationalité. Compte tenu de cette lacune, nous sommes donc
obligés de recourir 2 la définition qui nous semble se dégager de la
logique scientifique, suivant laquelle un homme est réputé rationnel
lorsque (a) il poursuit des fins cohérentes avec elles-mémes, (b) il em-
ploie des moyens appropriés aux fins poursuivies.

Or, ces deux conditions entrainent comme seules conséquences:
(1) que le champ de choix soit ordonné, (2) que si deux perspectives
aléatoires sont telles que la premiere comporte dans tous les cas pos-
sibles des gains plus élevés que la seconde, la premiere sera préférée
3 la seconde. Il est commode d’appeler cette condition, avec MM.
Massé et Morlat, axiome de préférence absolue. (3) que 'on considere
les probabilités objectives.

Les points (1) et (2) sont admis par tout le monde; quant au point
(3) il parait difficillement soutenable qu’il y ait intérét & substituer aux
probabilités objectives des probabilités subjectives qui en soient dis-
tinctes, car, d’'un point de vue scientifique, l'utilisation de probabilités
objectives est une condition de Defficacité de I’action.
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Il est trées important de souligner que les trois points ci-dessus sont
les seules conséquences de la condition de cohérence. On ne peut en
particulier en aucune fagon admettre que le cinquieme axiome d’in-
dépendance de Savage ou ’axiome de substitution de Samuelson cons-
tituent des conditions de cohérence.

Le cinquitme axiome d’indépendance de Savage est le suivant. Con-
sidérons une urne contenant n boules identiques. A chacune d’elles est
attachée un gain g; de probabilité 1/n. On peut représenter géométrique-
ment cette perspective aléatoire par une courbe I en escaliers dont chaque
palier est représenté en abscisse par une longueur 1/n et dont chaque
ordonnée est représentée par le gain g;, les différents gains étant rangés
par ordre croissant de gauche & droite.

q 9
]
—] 1
1 ]
— :
] ] 1
I \ 1 !
i 1 N
] | )
\ | .
] ] 1
] 1 \
T | | :
1

1 : !
1 i 1 ]
— ! : )
: i ' :
' ' 1 ’
1 [} 1 \
! 1 L !

° X X EA 1 0 1
F1GURE 6 Figure 7

Dans le cas le plus général on aura naturellement une courbe continue
du type II.

Le cinquiéme axiome de Savage consiste & dire que si deux perspectives
aléatoires I et IT ont une partie commune Iy, et II,, elles restent encore
équivalentes lorsque cette partie commune subit une translation qui
P’ameéne par exemple en I, , 1L, .

Or, en fait si deux perspectives équivalentes ont une partie commune,
on ne voit aucune raison nécessaire pour que cette équivalence subsiste
lorsque cette partie commune subit une translation. Il est au contraire
manifeste que cette translation modifie la forme de la distribution des
probabilités des valeurs psychologiques.?

De méme en ce qui concerne ’axiome de substitution de Samuelson,

2 Voir ci-dessous (§27) la critique détaillée du cinquitme axiome de Savage.
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on ne peut considérer en aucune fagon qu’il puisse s’imposer d’un point
de vue rationnel. Soient en effet (P;) et (P.) deux perspectives équiva-
lentes, I’équivalence s’exprimant par la relation symbolique

(Py) = (Pa).

L’axiome de substitution signifie que (P;) étant une perspective
aléatoire quelconque, on doit avoir, quel que soit a,

aP) + 1 — &)(Ps) = a(P2) + (1 — a)(Py),

ot le symbole [a(P1) + (1 — a)(P3)] représente un billet de loterie
donnant la probabilité  de gagner la perspective (Py) et la probabilité
(1 — a) de gagner la perspective (Ps). Cet axiome se justifie, dit-on,
parce que, que ’événement E. de probabilité  se réalise ou non, l'in-
dividu considéré se trouvera finalement en possession de deux pers-
pectives équivalentes. Ce point de vue est en réalité inacceptable, car il
suppose le premier tirage correspondant aux probabilités [, (1 — )]
comme neutre, alors qu'il ne V'est pas, et il se place “ex post’’ alors qu’il
faut se placer ‘“‘ex ante”

En définitive avec les notations qui précédent, la psychologie ration-
nelle la plus générale s’exprimera selon nous par la relation

5(V) = Ry,

ot 1 est une fonctionnelle de la densité des probabilités objectives
Y(y) des valeurs psychologiques v, simplement assujettie & vérifier
P’axiome de préférence absolue.

Il n’y a en particulier aucune raison pour que la conduite d’un in-
dividu qui ne se conforme pas & la relation

5(V) = 2 pd(gs)

puisse étre considérée comme irrationnelle, car on ne saurait considérer
comme irrationnelle une attitude psychologique devant le risque qui
tient compte de la dispersion des valeurs psychologiques.

On ne saurait en fait considérer comme irrationnel un homme prudent
qui préfere avoir une moindre espérance mathématique psychologique
s'il peut bénéficier d’une dispersion plus faible. On ne saurait non plus
considérer comme irrationnel un individu qui aime le risque en tant que
tel, c’est-a-dire un individu qui préfere avoir une moindre espérance
mathématique psychologique & condition de pouvoir disposer de quelques
possibilités d’un gain psychologique tres élevé. On pourra dire, si on

24 Voir §28 et §33 ci-dessous.
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veut, qu’un tel individu est imprudent, ce qu’il peut étre en effet,” mais
en aucun cas il ne nous parait possible de dire qu’il est irrationnel.

On ne saurait trop le souligner, en dehors de la condition de cohérence,
il n’y a pas de critére de la rationnalité des fins considérées en elles-mémes.
Ces fins sont absolument arbitraires. Aimer les perspectives aléatoires
présentant une trés grande dispersion pourra sembler irrationnel &
un homme prudent, mais pour celui qui a cette inclination elle n’a rien
en elle méme qui soit irrationnel. Il en est ici comme en matitre de
goits. Ils sont ce qu’ils sont. Ce sont des données qui different d’un
individu & Pautre.

18. Définition expérimentale de la rationalité. Si on ne veut pas, ou si
on ne peut pas, recourir & une définition abstraite de la rationalité,
on ne peut que recourir & l’expérience et observer ce que font effective-
ment les hommes dont on a par ailleurs des raisons de penser qu’ils se
comportent rationnellement.”®

La réfutation de la formulation bernoullienne

19. Conditions d’une réfutation de la formulation bernoullienne. Pour
réfuter la formulation bernoullienne, il suffit, puisque cette formulation
prétend étre générale, de présenter un seul exemple de comportement
rationnel qui soit en désaccord, soit avec la formulation finale, soit avec
I’un quelconque des systémes de postulats auxquels elle est équivalente.

Ceci étant bien précisé, notre réfutation du principe de Bernoulli
comprendra deux parties. Dans la premiere, nous montrerons pourquoi,
lorsque la rationalité est définie d’une maniére abstraite, le comporte-
ment d’un homme rationnel ne suit pas nécessairement le principe de
Bernoulli. Dans la deuxiéme partie, nous examinerons quelques com-
portements d’hommes, que ’opinion commune considére comme ration-
nels, qui sont incompatibles avec la formulation de Bernoulli. Pour
simplifier,” notre discussion se placera dans le cas d’un choix aléatoire
unique.”

2 Encore que dans certains cas un individu prudent et rationnel peut parfaite-
ment préférer la disperson & 1’espérance mathématique.

26 A notre avis les partisans du principe de Bernoulli devraient donner une
réponse claire aux trois questions suivantes: (1) Définissez-vous directement, ou
non, la rationalité par ’obéissance & vos axiomes? (2) Dans la négative, admettez-
vous une définition abstraite de la rationalité et laquelle? (3) A défaut d’une défi-
nition abstraite, autre que celle qui se définit par l’obéissance & vos axiomes,
admettez-vous que la rationalité puisse se définir par ’observation du comporte-
ment de personnes que l’opinion commune considére comme rationnelles?

27 Voir §12 et §35 ci-dessous.

28 C’est d’ailleurs le cadre admis par les tenants de 1’école américaine.
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A. Réfutation du principe de bernoulli & partir de la définition abstraite
de la rationalité.

20. La rationalité ne saurait smpliquer la formulation de Bernoulls.
Si ’on admet la définition que nous avons donnée de la rationalité (et
en dehors de cette définition, aucune autre n’est proposée, si ce n’est
des pseudo définitions qui dans le débat qui nous occupe ne meénent
qu’a des propositions tautologiques), les seules tmplications d’une
conduite rationnelle sont: (a) 'utilisation d’un champ de choix ordonné,
(b) le recours aux probabilités objectives, (c) P’observation de l’axiome
de préférence absolue.”

Or, il est facile de montrer qu’il est impossible de déduire de ces trois
propriétés I'existence d’un indicateur B(g) tel que 'on ait

B(V) = ZipiB(gi)y

ol V est la valeur de la perspective aléatoire
(gl’gza sy gny, D1, D25 " )pn)'

(Voir la demonstration que nous en avons donnée [3, no. 55].)

Il en résulte que: (1) pour étre rationnel un individu donné ne doit
pas nécessairement se comporter comme le voudrait le principe de
Bernoulli; (2) qu’en réalité, les conséquences de la définition abstraite
de la rationalité étant moins restrictives que les axiomes de ’école
bernoullienne, ces axiomes contiennent quelque chose de plus qui, en
fait, peut étre irrationnel!

21. Exemples de comportement satisfaisant & Uaxiome de préférence
absolue sans satisfaire o la formulation de Bernoulli. Il est facile de
donner des exemples particulidrement simples de psychologies que
satisfont au critere de préférence absolue sans satisfaire 2 celui de
Bernoulli.

22. (1) Le choiz entre différents gains g de probabilité p. Supposons
quun individu ait & choisir entre des perspectives aléatoires dont
chacune est constituée par un gain g; de probabilité p; et supposons
que son indice d’indifférence soit

(10) S = fg, p)-

29 J] y a lieu de remarquer (et cette observation est extrémement importante
dans le débat qui nous occupe) que nous n’avons pas défini la rationalité
par P’axiome de préférence absolue. Si nous le faisions, nous tomberions dans la
méme erreur que 1’école américaine.

L’axiome de préférence absolue n’est qu’une conséquence du caractere de co-
hérence avec elles-mémes que doivent avoir les fins poursuivies par un individu.
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Cette fonction satisfait au critére de préférence absolue si on a 3 la
fois

(11) of >0, o > 0,

dg op
mais elle ne satisfait pas en général 4 la formulation de Bernoulli, car
celle-ci exigerait que Pon ait

(12) S = F[pB(g)],

ou F et B sont des fonctions croissantes, autrement dit que 'indice de
préférence soit une fonction croissante du produit pB(g).

On vérifie ainsi que la formulation de Bernoulli est beaucoup plus
restrictive.

23. (2) Le choix entre des perspectives gaussiennes. Supposons qu’un
individu ait & choisir entre différentes perspectives aléatoires (P) carac-
térisées par des distributions de Gauss de moyenne M et d’écart type
2, et supposons que, pour effectuer ce choix particulier, ses lignes
d’indifférence soient de la forme

(13) S = f(MZ).

Pour que ’axiome de préférence absolue soit vérifié, on peut facilement
montrer qu’il est nécessaire et suffisant que, pour une valeur donnée de
=, I'indice S soit une fonction croissante de M, c’est-a-dire que l’on ait

of

—= >0
(14) EYi >
et il est également facile de voir qu’en général il n’existe aucun indi-
cateur B(z), fonction croissante de x pour toute valeur de z, tel que
I’on puisse avoir

e~ %22%

jor,2) = [ B@ " sy

On vérifie ainsi sur ce nouvel exemple que la formulation de Bernoulli
est beaucoup plus restrictive que les seules implications de la rationalité.
24. (8) Le choix entre différentes perspectives de gain moyen M et de
probabilité q d’une perte supérieure & P. Supposons qu’un individu ait &
choisir entre différentes perspectives dont chacune est caractérisée par
un gain moyen M et une probabilité ¢ d’avoir une perte supérieure & P.
On peut facilement verifier que tout champ de choix

(15) S = f(M, q)



